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Dans tout ce qui va suivre, 'espace £ sera muni d'un repére orthonormé (O, ¢ . j. k). L'en-

semble des vecteurs de I'espace sera noté W.

0.1 Plans de I’espace

0.1.1 Equations cartésiennes
Vecteur normal d’un plan

On dit qu'un vecteur 77 est un vecteur normal & un plan si sa direction est une droite orthogonale
a ce plan.
Tout plan étant entierement déterminé par la donnée d'un point quelconque A et de deux vecteurs
directeurs 7 et 7 (On parle aussi de plan de repere (A. o, 7})). un vecteur normal 77 est tout

vecteur orthogonal a Teta .
Remarque 0.1.1. Tout plan admet une infinité de vecteurs normaux.

Propriétés caractéristiques

Soit A€ £, 7 € W.
1) 1l existe un unique plan passant par A et de vecteur normal .

2) L'ensemble des points A de 1"espace tels que .d__lj 77 =0estle plan passant par A et de vecteur

normal ﬁ)

3) Soit (P) le plan passant par A et de vecteur normal 7. Pour tout point M € (P), les vecteurs

A.\j et 7 sont orthogonaux.



Equaﬁom cartésiennes

Tout plan admet une équation cartésienne de la forme ax + by + ¢z + d = () ot I'un au moins
des réels a. b, ¢ est non nul et le vecteur Tf(a. b. ¢) est un vecteur normal de ce plan. Réciproquement,
I’ensemble des points M (x, y. =) € & tel que ax + by + ¢z +d = 0 est un plan dont un vecteur normal
est le vecteur 7(0. b.c).

Faire la preuve (Prendre A(r.y,.z,) et 7 (a.b.c) et appliquer la deuxiéme propriété caractéris-

tique).

=R

€ 0.1.2. Siar + by + cz + d = () est I'équation cartésienne d’un plan alors toute équation

de la forme k(ax + by + ¢z + d) = 0 (k # 0) est aussi I'équation cartésienne de ce plan.
Exemple 0.1.1. Le plan P d’équation 2 — = + 6 = () est le plan passant par A(1.(.8) et de vecteur
normal 77 (2.0). —1).

Détermination des équations cartésiennes de plan

1) Connaissant un point et un vecteur normal
Soit A(1,2,3) € € et 7(—1. 1,2) € W. Déterminer une équation cartésienne du plan passant
par A et de vecteur normal 7.
Indications

.
(a) Pour tout point M (x. y. =) appartenant a ce plan, exploiter la relation AM g =0.

(b) Utiliser le fait que tout plan admet une équation de la forme ax + by + ¢z + d = () avec
7 (a.b. c) comme vecteur normal, ce qui conduirait a la relation —r + y + 22 + d = () et

pour terminer utiliser le fait que A appartienne au plan.

2) Connaissant un point et deux vecteurs directeurs

Dans I'espace muni d"un repére orthonormé, on donne :

A(—1.3.-5), (2. —-5.2) et T7(—3.5.2). Soit (P) le plan de repére (A. 7. 7).

(a) Déterminer un vecteur i orthogonal a o eta .

(b) Déduire une équation cartésienne du plan ( F).

3) Connaissant trois points non alignés

On rappelle que trois points non alignés forment un plan.

On considére les points A(0,0,4), B(2, -2.0) et C'(0. 2,0).
(a) Montrer que les points A, B et C' déterminent un plan.

(b} Déterminer une équation cartésienne de ce plan.



0.1.2 Equations paramétriques d’un plan

Propriétés

—
1) L'ensemble des points A/ de 'espace tels que AM = a7 + 37 (a et 3 des réels non nuls) est

le plan de repére (A. w. 7).

2) Soit A(xy.yy. z9) un point, 7((1.b.r-) et 7((:’.!)’.(") deux vecteurs. L'ensemble des points

r = r9+aa+fd
M(x.y.z) tels que : y = yy+ab+ 3b est une représentation paramétrique du plan
: = zg+ac+ 8

de repére (A. . 7).
Exemple 0.1.2. 1’ espace étant muni de sa base canonique, on donne le point A(1. —3. 2), les vecteurs

- = = - =
T =1- T2k etV = i — J . Une représentation paramétrique du plan ( F) de repére ( A, ?T‘})

r = a4+ 3+ 1
est:(P): ¢ y = —a-53-3 (a.8)cR?
r = 21’1"‘2

La remargue précédente stipule que I'ensemble des points M (x. y. =) tels que

T = 20 —29+1
(P): y = 2a+23—-3 (a,3)cR? estaussiune représentation paramétrique de ().
F = —4re 42

Attention ne pas multiplier les coordonnées du point d*appartenance.

Passage d'une forme a 1’autre

Exercice 1 (De cartésienne i paramétrigue)

(P) est le plan passant par A(3.0, 2) et de vecteur normal 7 (1,2, —2).
1) Déterminer une équation cartésienne de ( F).
2) Déduire une représentation paramétrique de ( ).

Exercice 2 (De paramétrique a cartésienne)

3+A-3pu
22+3p  (Ap)cR?
z = 2—-2x

Soit le plan (¢)) dont une représentation paramétrique est : ((J) : § y

Déterminer une équation cartésienne de (()).



0.1.3 Distance d’un point a un plan

Propriétés

1. Soit A un point et ( F) un plan. La distance du point 4 au plan ( ) est la distance AH ou H est
le projeté orthogonal de A sur le plan [ P).

2. Soit Ay, yy. 2y) un point de £ et (F) le plan d’équation cartésienne ax + by + ¢z +d = (.

| axg + byg + 29+ d |

va+ 8+ 2

Preuve. Prendre H(r. y. z). puis exploiter la relation | AH.7 | = AH || 7 || (I'angle étant nul ou

AH .7
plat). 71 étant bien-sur un vecteur normal de (P). De laon tire AH = | T |
7

La distance du point A au plan ( P) notée d( A, P) est le réel défini par: d( A, P) =

Exemple 0.1.3. Soit [ P) le plan d’équation cartésienne 3r — 4y + 6 = et A(4,2, —1).
|3x4-4x2+0x {—1}|+ﬁ|_2

1A P)=
{l{ ] 3_’_'_[:__1]_’_'_“_’

Remarque 0.1.4. Si A appartient au plan (P) alors d(A, P) =10

0.2 Droites de I’espace

On rappelle que toute droite de 1’espace est I'intersection de deux plans.

0.2.1 Systeémes d’équations cartésiennes

Propriété Toute droite de I’espace est caractérisée par un systéme de deux équations cartésiennes

de plan de la forme :

ar +by+cz+d =i}

dr+by+cdz+d = 0
Réciproquement, si ar + by + ¢z +d = Oeta'r + by + 'z + d' = () sont les équations cartésiennes
respectives de deux plans sécants, alors

ar+by+cz+d =ik}

dr+by+cdz+d = 0

est un systeme d’équations cartésiennes de la droite d’intersection de ces deux plans.

rque 0.2.1. Une droite admet plusieurs systémes d’équations cartésiennes.




Exemple 0.2.1.

Il
=]

T—2y+z+1
c+y+z—-2 =10
est un systéme d’équations cartésiennes de la droite passant par A(1.1.0) et de vecteur directeur

?[l]. 1.1).{On parle de la droite de repére | A, 7))

r—y—3z+1 = 0
2r—2y—62+1 = 0
n’est pas un systéme d’équations cartésiennes de droite car les deux équations qui la composent sont

celles de deux plans paralléles admettant un méme vecteur normal F*{ 1, —-1,-3).

0.2.2 Représentations paramétriques

propriétés

—
1. L'ensemble des points A/ de I'espace tels que AM = a7 (a € R) est la droite de repére

(A. 7).

2. Ladroite (D) passant par A(x,.1y,. 3, et de vecteur directeur 7 (a. b, ¢) admet une représenta-
r = Ty + Aa
tion paramétrique de laforme (D) : ¢ y = y, +Ab (A € R)

z = o+ Ac

Exemple 0.2.2. La droite (D) passant par A(2. 3. () et dirigée par 7 (1. —1. 1) a pour représentation

r = 2+ A
paramétrique : (D) : ¢ y = 3—-A (A€R)
= A

Remargue 0.2.2. 1. Si A< [0.1], alors (D) est un segment de droite.

2. Si A €]0. +00], alors (D) est une demi-droite.

0.3 Positions relatives

0.3.1 Position relative entre deux plans

Deux plans peuvent étre paralléles ou sécants.
Soit ( P) le plan passant par A et de vecteur normal 77 et (') le plan passant par A’ et vecteur normal

_;

n.

2 = S
1. Si 7 et n’ sont colinéaires alors :



. "= Y . .

(a) Si AA" W # 0et AA" . n' # (), alors les plans ( P) et (') sont strictement parallzles.
" - T "

(b) Si AA". W = AA " .n" =), alors les plans ( F) et (') sont confondus.

. = o ) .= =} _ -
2. Si 7 et n' sont non colinéaires, alors les plans [ P) et (P') sont sécants. De plus si .on' =0

alors les plans ( P) et { P') sont orthogonaux.

0.3.2 Position relative de deux droites

MNous examinerons ici les cas les plus rencontrés en général. Soit () et ([)') deux droites de

_}
I’espace de repéres respectifs (A. ) et (A", u').
1. Si o et u' sont colinéaires. alors ([J) et ( [)') sont paralléles.
2. Si W et ? sont non colinéaires alors :
ar - . ' .
(a) Si AA', T et ' sont coplanaires, alors (D) et (D) sont sécantes.

—
(b) Si AA", T et ? sont non coplanaires, alors (D) et (1)') sont non coplanaires.

0.3.3 position relative d’une droite et d’un plan

Soit {[J) une droite de repére { A. ) et (P) un plan passant par A’ et vecteur normal .

1. Si ¥ et 7 sont colinéaires, alors ([2) et [ F) sont orthogonaux.

]

. Si W.7 = 0 alors (D) et ( P) sont paralléles.

3.8 W # () alors (D) et (F) se coupent en unigque point.

0.3.4 Position relative entre une sphere et un plan

Soit 5 = 5(1!, ) la sphére de centre ! et de rayon R == () et () un plan.
On pose = d({). P) la distance du point {! au plan { P).

Sid = R, alors la sphére et le plan ne se rencontrent jamais. On note alors (S) [)(P) = .

Sid = R, alors (S) () ={A}. On dit que (P) est tangent  (.5) au point A.

Sid < R, alors (S)[(F)=C(H.r) ou C(H,r) désigne le cercle de centre H, projeté orthogonal de
Q sur (P) et de rayon r = VR? — d2.
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